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Практическое занятие №5 
Тема: Репер Френе. Кривизна и кручение кривой. Формулы Френе 

 
План занятия 

1. Кривизна кривой. 
2. Кручение кривой. 
3. Репер Френе. Сопровождающий трехгранник кривой. 
4. Формулы Френе. Натуральные уравнения кривой. 
  

Структурно–логическая схема  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Основные термины 
 Вектор кривизны, кривизна, единичный вектор главной нормали, главная нормаль, 
вектор бинормали, бинормаль, репер (базис) Френе, соприкасающаяся плоскость, спрям-
ляющая плоскость, сопровождающий трехгранник кривой, кручение, абсолютное круче-
ние, натуральные уравнения кривой, формулы Френе. 
 

Кривизна кривой 
Основные факты 

 Пусть С – гладкая кривая, заданная естественной параметризацией g (s), и  

Р= g (s0) – произвольная точка кривой С. Вектор k = g ′′(s0) называется вектором кривиз-

ны (рис. 5), а его длина |k |=k – кривизной кривой С в точке Р. 

 Если k≠0, прямая, проходящая через точку Р в направлении вектора k , называется 
главной нормалью кривой С в точке Р. 

 Единичный вектор n= k /k называется  
единичным вектором главной нормали.  
Прямая, проходящая через точку Р в направ– 

лении вектора n  называется главной нормалью  
кривой С в точке Р. 
 Вектор кривизны лежит в нормальной  
плоскости. 

Кривизна позволяет определить, насколько  
данная кривая отличается от прямой.     Рис. 5.  

Кривизна кривой, заданной произвольной параметризацией f (t), вычисляется по 
формуле:  

Числовые характеристики кривой 

Натураль-
ные уравне-
ния кривой 

Репер Френе: 

t -касательный в-р, 

n -нормальный в-р, 

b -бинормальный в-р Кривизна  Кручение  

I формула 
Френе 

Трехгранник Френе: 
соприкасающаяся, 
нормальная и 
спрямляющая  
плоскости 

II формула 
Френе 

III формула 
Френе 
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(7)      k=
3||

||

f

ff

′
′′×′

.   

Репер Френе. Сопровождающий трехгранник кривой 
Основные факты 

Вектор b = t × n  называется вектором бинормали, а прямая, проходящая через точ-

ку Р кривой С в направлении вектора b  называется бинормалью кривой С в точке Р. 

Если кривая С задана произвольной параметризацией f (t), то вектор бинормали 
находится по формуле: 

(8)      b =
|| ff

ff

′′×′

′′×′
. 

В каждой точке кривой С, где кривизна отлична от нуля, единичный вектор каса-

тельной t , единичный вектор главной нормали n  и вектор бинормали b  образуют пра-
вый ортонормированный базис, который называется базисом Френе, или репером Френе. 

Плоскость, натянутая на векторы t  и n  и проходящая через точку Р, называется 
соприкасающейся плоскостью кривой С в точке Р. 

Теорема (геометрическое свойство соприкасающейся плоскости). При стрем-
лении точки Q кривой С к точке Р этой кривой отношение расстояния δ  от точки Q до 
соприкасающейся плоскости в точке Р  к квадрату расстояния d от Q до Р стремится к 

нулю:  2
lim

dPQ

δ
→

=0. Если кривизна кривой С в точке Р отлична от нуля, то соприкасаю-

щаяся плоскость является единственной плоскостью, обладающей таким свойством 
(рис. 6).  

 
 
 
 
 
 

 
                                                                                              Р 

 
 
 
 
Рис. 6.        Рис. 7. 

Плоскость, натянутая на векторы b  и t  и проходящая через точку Р, называется 
спрямляющей плоскостью кривой С в точке Р. 
 Соприкасающаяся, нормальная и спрямляющая плоскости в точке Р образуют со-
провождающий трехгранник, или трехгранник Френе, кривой С в точке Р (рис.7). 

 
Кручение кривой. Формулы Френе. Натуральные уравнения кривой 

Основные факты 

 Пусть гладкая кривая С задана естественной параметризацией g (s), и  пусть 

Р= g (s0) – произвольная точка кривой С. 
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 Длина вектора b ′(s0) называется абсолютным кручением кривой С в точке Р и обо-
значается |æ|. 
 Абсолютное кручение характеризует отличие пространственной кривой от пло-
ской. 

Теорема (геометрическое свойство 
абсолютного кручения). При стремлении точки 
Q кривой С к точке Р этой кривой предел 
отношения угла θ  к расстоянию между точками 
Q до Р равен абсолютному кручению кривой С в 

точке Р (рис. 8):  
QPPQ

θ
→

lim =|æ|. 

  
Формулы  Френе:       Рис. 8. 

(9)       t ′(s)=k(s)⋅ n (s) – первая формула Френе;     

(10)     n ′(s)=–k(s)⋅ t (s)+æ(s)⋅b (s) – вторая формула Френе; 

(11)     b ′(s)=–æ(s)⋅ n (s) – третья формула Френе. 
 Кручение кривой  æ  в точке вычисляется по формуле: 

(12)     æ= 2

),,(

k

ggg
��� ′′′′′′

, если кривая задана естественной параметризацией g (s),  

и по формуле: 

(13)     æ= 2||

),,(

ff

fff
��

���

′′×′
′′′′′′

, если кривая задана произвольной параметризацией f (t).   

 Теорема.  Кривизна и кручение определяют кривую с точностью до положения в 
пространстве. 
 Теорема.  Для любых непрерывных функций h(s)>0 и η(s), определенных на отрезке 
[0,S], существует гладкая кривая С, кривизна и кручение которой определяются этими 
функциями: 
(14)     k= h(s),  æ=η(s). 
 Равенства (14) называются натуральными уравнениями кривой С. 

 
Примеры решения типовых задач 

Задача 11 
 Найти уравнения нормальной, соприкасающейся и спрямляющей плоскостей 

кривой, заданной параметризацией f (t)=(еt , е2t, е4t), при t0=0. 
Решение 

 f (t0)=(е0 , е0, е0)=(1,1,1) – точка М0 с параметром t0=0. 

 f ′(t)=(еt , 2е2t, 4е4t),   f ′(t0)=(е0 , 2е0, 4е0)=(1,2,4). 

 f ′′(t)=(еt , 4е2t, 16е4t),   f ′′(t0)=(е0 , 4е0, 16е0)=(1,4,16). 
 Соприкасающаяся плоскость проходит через точку М0 и натянута на векторы 

f ′(t0) и f ′′(t0); эта плоскость имеет уравнение: 
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1641

421

111 −−− zух

=0,  или 8х–6у+z–3=0. 

 Нормальная плоскость определяется точкой М0 и нормальным вектором f ′(t0), по-
этому ее уравнение имеет вид: 
1⋅(х–1)+2⋅(у–1)+4⋅(z–1)=0,  или  х+2у+4z–7=0. 
 Направляющее подпространство спрямляющей плоскости задается перпендикуляр-
ным вектором соприкасающейся плоскости: (8,–6,1) и перпендикулярным вектором нор-

мальной плоскости: f ′(t0)= (1,2,4). Поэтому спрямляющая плоскость имеет уравнение: 

168

421

111

−

−−− zух

=0,  или 26х+31у–22z–35=0. 

 
Задача 12 
 Найти уравнение главной нормали и бинормали кривой, заданной параметриза-

цией f (t)=(sin2t, 1–cos t, 2t), в точке с параметром t0= 2

π
. 

Решение 

 f (t0)=(sin2

2

π
, 1–cos

2

π
, 2⋅

2

π
)=(1,1,π) – точка М0 с параметром t0= 2

π
. 

 f ′(t)=(sin 2t , sin t, 2),   f ′(t0)=(sin(2⋅
2

π
), sin

2

π
, 2)=(0,1,2). 

 f ′′(t)=(2cos 2t , cos t, 0),   f ′′(t0)=(2cos(2⋅
2

π
), cos

2

π
, 0)=(–2,0,0). 

Уравнение соприкасающейся плоскости (см. задачу №11) имеет вид: 
2у–z+π–2=0. 

Уравнение нормальной плоскости (см. задачу №11) имеет вид: 
у+2z–2π–1=0. 
 Главная нормаль является линией пересечения соприкасающейся и нормальной 
плоскостей, поэтому определяется системой: 





=−−+
=−+−

0122

022

π
π

zy

zy
. 

 Параметрическое уравнение главной нормали имеет вид: 








=
=
=

πz

y

tx

1 . 

 Нормальный вектор соприкасающейся плоскости (0,2,–1) является направляющим 
вектором бинормали. Поэтому параметрическое уравнение бинормали имеет вид: 









−=
+=

=

tz

ty

x

π
21

1

. 
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Задача 13 

 Найти векторы репера Френе кривой, заданной параметризацией f (t)=(а(t+sin 

t), a(1–cos t), 4a cos
2

t
), a>0,  в точке с параметром t0=π. 

Решение 

 1)  t = g ′(s)=
|)(|

)(

tf

tf

′
′

. 

f ′(t)=(a(1+cos t), a sin t , –2a sin 
2

t
),  | f ′(t)|=

2
sin4sin)cos1( 222222 t

atatа +++ =2a. 

Тогда  t =(
2

1
(1+cos t), 

2

1
sin t , –sin

2

t
);  при t0=π имеем:  t (0,0,–1). 

 2) n=
|)(|

)(

sg

sg

′′

′′
 

g ′′(s)==
|)(|

1

tf ′
t ′=

а2

1
(–

2

1
sin t , 

2

1
cos t, –

2

1
cos

2

t
),    |g ′′(s)|=

2
cos1

4

1 2 t

а
+ . 

Тогда n=

2
cos1

1

2 t+
(–sin t , cos t, –cos

2

t
);  при t0=π имеем:  n (0,–1,0). 

 3) b = t × n=(
01

10

−
−

, 
00

01−
, 

10

00

− )=(–1,0,0) при t0=π. 

 
Задача 14 
 Найти кривизну и кручение кривой, заданной вектор–функцией  

f (t)=(t cos t , t sin t, at). 
Решение 

 f ′(t)=(cos t–t sin t, sin t+t cos t , a); 

 f ′′(t)=(–2sin t–t cos t , 2cos t–t sin t, 0); 

 f ′′′(t)=(–3cos t+t sin t, –3sin t–t cos t , 0); 

 | f ′(t)|= 222 )cos(sin)sin(cos atttttt +++− = 122 ++ at ; 

 f ′(t)× f ′′(t)=
0sincos2cossin2

cossinsincos

tttttt

atttttt

kji

−−−
+− =  

=(–а(2cos t–t sin t), –а(2sin t+t cos t) , (2+t2)); 

 | f ′(t)× f ′′(t)|= 44)4( 2224 ++++ atat ; 

( f ′(t), f ′′(t), f ′′′(t))= ( f ′(t)× f ′′(t))⋅ f ′′′(t)=–а(2cos t–t sin t)(–3cos t+t sin t)–  
–а(2sin t+t cos t)(–3sin t–t cos t)=а(t2+6). 
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 Тогда по формулам (7) и (13) получим: 

k(t)=
3||

||

f

ff

′
′′×′

=
1)1(

44)4(
2222

2224

++++

++++

atat

atat
 – кривизна кривой; 

  æ(t)= 2||

),,(

ff

fff
��

���

′′×′
′′′′′′

=
44)4(

)6(
2224

2

++++
+

atat

ta
 – кручение кривой. 

 
Задача 15 
 Найти кривизну и кручение кривой, заданной параметризацией  

f (t)=(t , t2+2t+3,t3–5t2+7) в точке М(1,6,3). 
Решение 

 f ′(t)=(1, 2t+2, 3t2–10t);   f ′′(t)=(0, 2 , 6t–10);   f ′′′(t)=(0,0,6). 
 Точке А соответствует значение параметра t0=1. В точке А имеем: 

f ′(t0)=(1,4,–7),   f ′′(t0)=(0,2 ,–4),   f ′′′(t)=(0,0,6). 

| f ′( t0)|=
222 )7(41 −++ =4 14 ; 

f ′( t0)× f ′′( t0)=
420

741

−
−
kji

=(2,4,2); 

| f ′( t0)× f ′′( t0)|= 222 242 ++ =2 6 ; 

( f ′(t0), f ′′( t0), f ′′′( t0))= ( f ′(t0)× f ′′( t0))⋅ f ′′′( t0)=2⋅0+4⋅0+2⋅6=12. 
 Тогда по формулам (7) и (13) получим: 

k(t)=
3||

||

f

ff

′
′′×′

= 3)144(

62
=

448

1

7

3
,    æ(t)= 2||

),,(

ff

fff
��

���

′′×′
′′′′′′

= 2)62(

12
=

2

1
. 

 
Задача 16 

 Найти кривизну кривой  1
94

22

=+ ух
 в точке М( 2 ,

2

3
). 

Решение 

 Параметризуем данную кривую: f (t)=(2cos t , 3sin t). 

 f ′(t)=(–2sin t, 3cos t); f ′′(t)=(–2cos t , –3sin t). 

Точке А соответствует значение параметра t0= 4

π
; тогда в точке А: 

f ′(t0)=(
2

2− ,
2

3
);   f ′′(t0)=(

2

2− ,–
2

3
). 

| f ′( t0)|=
22 )

2

3
()

2

2
( −+− =

2

13
; 
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f ′( t0)× f ′′( t0)=
2

1
⋅

2

1
⋅

032

032

−−
−

kji

=(0,0,6);    |f ′( t0)× f ′′( t0)|=6. 

 Тогда по формуле (7):  k=
3)2

13(

6
=

1313

212
. 

Задача 17 

 Найти кручение кривой 




−=
=

12 2yz

xy
 в точке М(4,2,7). 

Решение 

 Параметризация данной кривой имеет вид: f (t)=(t, t , 2t–1). 

 f ′(t)=(1,
t2

1
,2),  f ′′(t)=(0,

tt4

1−  ,0),  f ′′′(t)=(0, 
tt 28

3
,0). 

 
Точке А соответствует значение параметра t0=4; тогда в точке А: 

f ′(t0)=(1,
4

1
,2),   f ′′(t0)=(0,

32

1−  ,0),   f ′′′(t0)=(0, 
256

3
,0); 

( f ′(t0), f ′′( t0), f ′′′( t0))=0,   т.к. координаты f ′′(t0) и f ′′′(t0) пропорциональны. 
 Тогда кручение æ=0. 
 
Задача 18 
 Найти натуральные уравнения кривой, заданной параметризацией  

f (t)=(аt , а 2 ln t, 
t

a
), a>0. 

Решение 
 Для решения необходимо определить кривизну k(t), кручение æ(t) кривой, выра-
зить параметр t через натуральный параметр и заменить t на s в найденных соотношениях для 
k(t) и æ(t). 

 f ′(t)=(a, 2
t

a
, 2t

a− ); f ′′(t)=(0, 2

2

t

a
, 2 3t

a
); f ′′′(t)=(0, 3

22

t

а
,–6 4t

a
); 

 | f ′(t)|=a 42

12
1

tt
++ = 2

2 )1(

t

ta +
; 

 f ′(t)× f ′′(t)=a2⋅

32

2

22
0

12
1

tt

tt

kji

−

−
= ( 4

22

t

a
, 3

22

t

a− , 2

22

t

a− ); 

 | f ′(t)× f ′′(t)|= 4

22

t

a
(t2+1); 
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( f ′(t), f ′′(t), f ′′′(t))= ( f ′(t)× f ′′(t))⋅ f ′′′(t)= 6

322

t

a
. 

 Тогда по формулам (7) и (13) получим: 

k(t)=
3||

||

f

ff

′
′′×′

= 22

2

)1(

2

+tа

t
;   æ(t)= 2||

),,(

ff

fff
��

���

′′×′
′′′′′′

= 22

2

)1(

2

+tа

t
. 

 В качестве начальной примем точку с параметром t=1. Тогда: 

s=∫
+t

dt
t

tа

1
2

2 )1(
=а(t–

t

1
). 

 Отсюда at2–st–a=0,  или  t=
a

ass

2

4 22 +
. 

 Поэтому натуральные уравнения кривой имеют вид: 

k(s)=æ(s)= 
22222

222

)44(

)4(2

assas

assa

+++

++
. 

 
Задача 19 

 Кривая задана своей натуральной параметризацией g (s). Доказать, что  

g ′(s)⋅ g ′′′(s)=–k2. 
Решение 

 Согласно первой ф–лы Френе, t ′(s)=k(s)⋅ n (s). С другой стороны, g ′(s)= t (s). 

 Тогда g ′′′(s)= (t ′(s))′= k′(s)⋅ n (s)+ k(s)⋅ n ′(s).  

По второй ф–ле Френе: n ′(s)=–k(s)⋅ t (s)+æ(s)⋅ b (s); тогда: 

g ′′′(s)= k′(s)⋅ n (s)– k(s)⋅k(s)⋅ t (s)+ k(s)⋅æ(s)⋅ b (s). Домножим обе части равенства на g ′(s)= 

t (s) скалярно. Получим: g ′(s)⋅ g ′′′(s)=(k′(s)⋅ n (s)– k2(s)⋅ t (s)+ 

+æ(s)⋅k(s)⋅ b (s))⋅ t (s)= k′(s)⋅ n (s)⋅ t (s)–k2(s)⋅ t (s)⋅ t (s)+æ(s)⋅ k(s)⋅ b (s)⋅ t (s). 
 Учитывая, что базис Френе ортогональный, имеем: 

g ′(s)⋅ g ′′′(s)= –k2(s), ч.т.д. 
 
Задача 20 
 Доказать, что если все соприкасающиеся плоскости кривой γ параллельны од-
ной прямой, то эта кривая плоская. 

Решение 

 Пусть кривая задана в естественной параметризации. Вектор t  перпендикулярен 

нормальной плоскости; которая параллельна постоянному вектору a . Значит, векторы a  

и t  взаимно перпендикулярны и a ⋅ t =0.  

Дифференцируя, получаем: a ⋅ t ′=0. Применив первую ф–лу Френе, получим: 

k⋅( a ⋅ n )=0. Это возможно в двух случаях: либо k=0, тогда γ; либо a ⋅ n=0. 
Снова дифференцируя и применяя вторую ф–лу Френе, получаем:  
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a ⋅(–k⋅ t +æ⋅b )=0. Так как a ⋅ t =0, то имеем:  æ⋅( a ⋅b )=0. Равенство a ⋅b =0 невозможно, 

так как тогда вектор a  оказывается взаимно перпендикулярным трем попарно ортого-
нальным векторам Френе. Следовательно, æ=0 и кривая плоская, ч.т.д. 

 
Задачи для самостоятельного решения  

30. Дана параметризация )(tr  кривой. Найти уравнения нормальной α  и соприкасаю-

щейся β  плоскостей при 0tt = : 

а) ( ) 0,,,)( 0

42 == teeetr ttt ; 

б) ( ) 0,1,1,)( 0

23 =−+= tttttr ; 

в) ( ) 0,,cos,sin)( 0 == tbttatatr ; 

г) ( ) π== 0,3sin,2cos,sin)( tttttr ; 

д) ( ) 0,sin,cos,)( 0 == tteteetr ttt ; 

е) ( ) 1,)(ln),ln(,ln)( 0

22 == tttttr ; 

ж) ( ) 0,4,1,1)( 0
3 2 =+++= tttttr ; 

з) ( ) 0,2),1ln(sin,cosln)( 0 =+= tttttr ; 

и) ( ) 1,,,)( 0
ln3ln2ln 3 42

== teeetr ttt ; 

к) 0,2cos,
2

ctg,tg)( 0
2 =















 += tttttr
π

. 

31. Точки кривой принадлежат пересечению двух поверхностей 21 и PP . Найти уравне-

ния нормальной α  и соприкасающейся β  плоскостей в указанной точке М: 

а) )4,2,2(,0:,: 21 MyxPzxyP =−= ; 

б) )0,0,0(,:,02: 22

21 MzyxPyxP =−=+ ; 

в) )1,3,1(,3:,1: 21 MyzPxzP == ; 

г) )1,1,1(,:,: 2

2

3

1 MzxPxyP == ; 

д) )0,,(,:,: 222

2

222

1 baMbzyPazxP =+=+ . 

32. Дана параметризация  кривой ),,()( 32 ttttr = . Найти такую ее точку, соприкасающая-

ся плоскость которой проходит через точку )0,18,1(−N . 

33. Кривая задана своей параметризацией )cos,cossin,sin()( 2 tattatatr = . Доказать, 

что все ее нормальные плоскости проходят через начало координат. 

34. Пусть ( )ttt eeetr 32 ,,)( =  - параметризация кривой. Найти такую ее точку М, в которой 

соприкасающаяся плоскость проходит через точку  )0,6,3(N . 

35. Дана параметризация винтовой линии )2,sin,(cos)( ttttr = . Найти координаты всех 

ее точек, в которых соприкасающаяся плоскость параллельна прямой 
3,1,2 =+=−= ztytx .  

36. Дана вектор-функция, определяющая параметризацию кривой. Найти уравнение глав-
ной нормали и бинормали кривой в точке, соответствующей данному значению парамет-
ра: 

а) ( )
2

,2,cos1,sin)( 0

2 π=−= tttttr ; 
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б) ( ) 0,5cos,3cos,cos)( 0 =+= ttttttr ; 

в) ( ) π== 0,cos,sin,)( tttttr ; 

г) 1,
3

1
,

2

1
,)( 0

32 =






= tttttr ; 

д) ( ) 1,),ln(,ln)( 0

2 == tttttr ; 

е) ( ) 0,,,)( 0

2 == − teeetr ttt ; 

ж) 
2

,,sin
2

cos,cos
2

sin)( 0

π=






 +−= ttt
t

tt
t

ttr . 

37. Доказать, что все главные нормали кривой, определенной параметризацией 
)cos,,(sin)( ttttr −= , параллельны координатной плоскости xOz. 

38. Доказать, что все нормали винтовой линии перпендикулярны оси Oz. 
39. Доказать, что все бинормали кривой, определенной параметризацией 








= 32

3
2

,,)( ttttr , образуют постоянный угол с вектором )1,0,1(a . Найти этот угол. 

40. Найти векторы t , n ,b  сопровождающего репера Френе кривой, определенной пара-
метризацией )(tr , в точке, соответствующей параметру 0t : 

а) 0,,
2

cos4),cos1(),sin()( 0 >=






 −+= at
t

atattatr π ; 

б) ( ) 0,
2

,,cos,sin)( 0 >== atctatatr
π

; 

в) ( ) 0,2,,)( 0

2 =−= tttttr ; 

г) 0),sin,sin,(cos)( 0

33 == tttttr ; 

д) ( ) 0,,2,)( 0 == − tetetr tt ; 

е) 
2

),,sin,cos()( 0

π== tbttatatr ; 

ж) 0),,sin,cos()( 0 == tattttttr ; 

з) 1,
1

,
1

,)( 02
=







= t
tt

ttr ; 

и) ( ) 0,1,,,)( 0 >== atatbshtachttr . 

41. Найти кривизну ( )tk  и кручение )(tχ  кривой, заданной вектор-функцией )(tr :  

а) ( )attttttr ,sin,cos)( = ;  

б) ( )12,,)( 2 −= ttttr ; 

в) ( )ttttttr 2,,53)( 22 −+= ; 

г) ( )323 3,3,3)( ttttttr +−= ; 

д) 0),,sin,cos()( >= abtatatr ; 

е) ( )tt etetr −= ,2,)( ; 

ж) ( )tttttr ln,,ln)( += ; 

з) 0),,sin,cos()( >= abttatatr ; 
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и) 






= 22

3

2

1
,2

3

2
,)( ttttr ; 

к) 







= 352

3

1
,

5

22
,

2

1
)( ttttr ; 

л) ( ) 0,,,)( >= aatbshtachttr ; 

м) 






=
t

a
taattr ,ln2,)( . 

42. Найти кривизну и кручение кривой, заданной параметризацией 

π=






 −−= t
t

ttttr  при
2

sin4,cos1,sin)( . 

43. Кривая задана своей натуральной параметризацией )(sr . Доказать, что: 

а) 2
3

3

k
ds

rd

ds

rd −=⋅ ; 

б) 0
2

2

=⋅
ds

rd

ds

rd
; 

в) 
2

224

2

3

3

ds

dk
kk

ds

rd ++= χ ; 

г) 
ds

dk
k

ds

rd

ds

rd =⋅
3

3

2

2

. 

44. Дана параметризация кривой )(tr . Доказать, что кривая плоская. Найти уравнение 

плоскости, содержащей кривую: 

а) ( )3,43,2)( 2 −+= ttttr ; 

б) ( )2,,1)( 232 +−= ttttr ; 

в) ( )32 ln,ln,ln)( ttttr = ; 

г)  








+−−
=

ttt
tr

1
1

,
1

1
,

1
1

)(
2

; 

д) ( )1,2,)( ++−= −− tttt eeeetr ; 

е) ( )tgttttr ,1sin2,sin)( += ; 

ж) ( )tctgtgtctgttr 24,,2)( −= ; 

з) ( ),,,)( 33

2

322

2

211

2

1 ctbtactbtactbtatr ++++++=

0где
2

3

2

3

2

2

2

2

2

1

2

1 ≠+++++ bababa  

45. Найти натуральные уравнения кривой, если дана ее параметризация  )(tr : 

а) 0,,ln2,)( >






= a
t

a
taattr ; 

б) ),sin,cos()( bttatatr = ; 

в) 0,
2

,
3

2
,

2
)(

432

≥






= t
ttt

tr ; 

г) ( ) 0,,,)( >= aatbshtachttr . 
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Вопросы для самоподготовки 
1. Дайте определение кривизны кривой в точке и вектора кривизны. По какой формуле 
вычисляется кривизна кривой? В чем состоит геометрический смысл кривизны? 
2. Дайте определение репера Френе и всех его элементов. 
3. Дайте определение сопровождающего трехгранника кривой и всех его элементов. Ка-
ким геометрическим свойством обладает соприкасающаяся плоскость поверхности? 
4. Дайте определение кручения кривой в точке. По какой формуле вычисляется круче-
ние? В чем состоит геометрический смысл кручения? Каким геометрическим свойством 
обладает абсолютное кручение?  
5. Напишите Формулы Френе. 
6. Что можно сказать о кривых, имеющих в каждой точке одинаковые кривизны и одина-
ковые кручения? Какие уравнения называются натуральными уравнениями кривой? 
 


