
  §5.Критерий измеримости множества по Лебегу. 
 Теорема: Множество EA  измеримо по Лебегу тогда и только тогда, 
когда ( >0 )  
B( -элементарное множество ) :   )( BA . 

  Доказательство: Докажем необходимость. A  - измеримо, следовательно 
)\( AE  - измеримо (так как 
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))\( AE  . Подберем покрытия множеств A  и AE \  промежутками:  1kkP , 
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Подберем  множество натуральное N  из условия. что остатки: 
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Рассмотрим пересечение QP .   NiNkNiNk QPQPQP   , 
следовательно NiNkNiNk QPQPE   )( . Оценим )( QP . В силу 
полуаддитивности,  

 2)()( NiNk QPQP  . По свойству: 
)()()()( BAmBmAmBAm   , можем написать: 
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Оказывается, можно взять в качестве NkPB  . Так как 
  )\()\( APPABA NkNk   

)( QPP Nk  , QPAPAP Nk  \\ .  
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 Докажем теперь достаточность: Пусть BBA ,)(  -элементарное. Докажем, 
что множество измеримо по Лебегу. )( BABA    и )(\ BABAE   .  
 Рассмотрим:  

 )\()()\()()( BEEmAEEmA .  
)()\()\( BABEAE   , )()\()\( BABEAE    
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неравенство доказано ранее). 
 
  §6. Свойства измеримых по Лебегу множеств. 
1. Совокупность измеримых по Лебегу множеств образует кольцо 

множеств.(Булево кольцо). 
 Доказательство: Пусть множества 21 , AA - измеримы по Лебегу. Значит 
найдутся множества 21 ,BB  - элементарные, :  )( 11 BA ,  )( 22 BA . 



Пусть 21 AAA  , 21 BBB   воспользуемся включением. 
)()( 2211 BABABA    в силу аддитивности внешней меры, 

  2)()()( 2211 BABABA . Таким образом, A -измеримо по Лебегу 
и замкнуто относительно операции объединения. 

    2121 \\\ AEAEEAA   , следовательно пересечение измеримо.  
Аналогично, )\(\ 2121 AEAAA  , )(\)( 212121 AAAAAA  . 
2. Мера Лебега как функция множества, определенная на совокупности 

измеримых по Лебегу множеств является аддитивной. 
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  Доказательство: Достаточно рассмотреть случай двух множеств. 
21 AAA  , 21 , AA  - измеримы, 21 AA  . Существуют 21 ,BB  - 

элементарные, такие что  )( 11 BA ,  )( 22 BA . 
Пусть 21 BBB  ,выполняется включение:  BAAB  ,следовательно 

)()()( BAAB     и     )()( BABA   
)()()()(),( 2121212`1 BBMBmBmBBmBBB   ; )()( 2211 BABABA    

аналогично    221121 BABABB     и  2)( 21  BB   следовательно 
)2)(   BA     6)(4)()( 2121   AABB . В силу произвольности  , 

получаем:  21 )()( AAA    . В силу полуаддитивности внешней меры 
выполняется обратное неравенство.  
2. Совокупность множеств, измеримых по Лебегу замкнуто относитьельно 

счетных объединений и пересечений. 

  Доказательство: Пусть 
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следовательно в силу полуаддитивности внешней меры получим: 
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 Следствие: Любое счетное подмножество множества E  измеримо по 
Лебегу, и имеет меру “ноль”. 

 
§7. Счетная аддитивность и непрерывность меры Лебега. 

 



 Теорема: Пусть 
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  . Перейдем к пределу при n :    





1k

k AA  . 

Обратное неравенство следует из счетной полуаддитивности внешней меры. 

 Теорема: (Непрерывность). Пусть ...21  AA , 
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AAB \11  , AAB \22  . Тогда из предидущего пункта следует, что 
     ABA nn   в силу аддитивности      AABn   , при n .  
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 Доказательство: Для доказательства достаточно перейти от множеств nA  
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    §8. Измеримость открытых, замкнутых и Борелевских множеств на прямой. 
 Определение: Множество A R называется измеримым про Лебегу ( 
множество может быть неограниченным) если измеримо множество 

  nAnnA 1, , для любого n Z. При этом    
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мерой Лебега множества A . 
Пример: 1. Пусть A R, измеримо ли оно?  

Да, так как  1,  nnAn ,   1nA . Значит   
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Замечание: Для неограниченных измеримых по Лебегу множеств справедливы 
все теоремы, которые мы доказали для ограниченных измеримых по Лебегу 
множеств. 

Теорема: Все открытые множества на прямой измеримы по Лебегу. 
Доказательство: Пусть A  - открытое, A R. 

1). Пусть EA , то есть ограничено. По теореме о строении открытых 

множеств, множество 
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kPA ,  kP  - совокупность попарно 

непересекающихся интервалов. Так как совокупность измеримых множеств 
замкнута относительно счетных объединений, то A  - измеримо. В силу счетной 

аддитивности меры Лебега,    
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2) A  - неограничено. Значит        nAnnAnnAAn  1,1,   - 
измеримо, следовательно A  - измеримо. 
Счетная аддитивность меры будет выполняться и здесь, и так далее (повторение 
части пункта 1).) 
 Следствие 1. Замкнутые множества на прямой измеримы по Лебегу. 
 Доказательство: Дополнение к замкнутому множеству измеримо, так как 
является открытым. Значит само замкнутое множество измеримо как 
дополнение к измеримому множеству. 
 Определение: Множество в R называется борелевским, если оно может 
быть получено из открытых и замкнутых множеств с помощью конечных или 
счетных объединений и пересечений. 
 Следствие 2. Борелевское множество в R измеримо по Лебегу. 
 
 


