
§7. Связные множества в метрическом пространстве 
Путём в метрическом пространстве Χ  называется всякое непрерывное отображение 
ΧI : , где I  - отрезок ]1;0[ , с обычной метрикой. Точки (0) и (1) называются нача-

лом и концом пути, соответственно, а множество (I) называется траекторией пути. Гово-
рим, что путь ΧI :  лежит во множестве XM  , если траектория )(I  этого пути 
вложена в M . Точки Mxx 21,  называют соединимыми путём, если существует путь, ле-
жащий в M , начало которого совпадает с 1x , а конец – с 2x . Множество в метрическом 
пространстве Χ  называется линейно связным, если любые две точки этого множества со-
единимы путём. 

Теорема. Если M  - линейно связное множество в метрическом пространстве X , Y  
- метрическое пространство, YXF : - непрерывное на множестве M  отображение, то 

)(MF  - линейно связное множество в пространстве Y . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть )(),(),(, 2
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1
121 yFxyFxMFyy   . Так как 

M - линейно связное множество, то существует путь ΧI :  с началом в x1  и концом в 
x2 , лежащий в M . Рассмотрим отображение Fs  . Оно непрерывно и отображает отре-
зок I в пространство Y . При этом 21 )1(,)0( ysys  , )()( MFIs  . Значит, s  - путь с нача-
лом в 1y  и концом в 2y , лежащий в )(MF . Следовательно, )(MF - линейно связное множе-
ство в пространстве Y   

Метрическое пространство называется связным, если в нем нет открыто-замкнутых 
подмножеств, отличных от всего пространства и пустого множества. 

Лемма. Траектория любого пути в метрическом пространстве X , с индуцированной 
метрикой, является связным подпространством X . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем произвольный путь ΧI :  и допустим, что 
подпространство XI )(  не является связным. Это предположение означает, что )(I  со-
держит открыто-замкнутое подмножество m . Обозначим 0t  точную верхнюю грань множе-
ства })(:{:)(1 mtItm   . Отображение ΧI :  является непрерывным, значит, 
множество )(1 m  является открыто-замкнутым. Замкнутость множества )(1 m  влечет 
включение )(1

0 mt  . Открытость множества )(1 m  влечет существование вложенной в 
него окрестности )( 0tU  . Последнее противоречит определению точной верхней грани чи-
слового множества  

Теорема. Линейно связное множество M  в метрическом пространстве X , с инду-
цированной метрикой, является связным подпространством X . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что множество XM   является линейно связ-
ным, но не является связным подпространством X . Последнее означает, что подпростран-
ство M  содержит собственное открыто-замкнутое подмножество m . Выберем произволь-
ный путь ΧI : , лежащий в M  и соединяющий какую-либо точку из m  с какой-либо 
точкой из mM \ . Пересечение mI )(  является собственным открыто-замкнутым под-
множеством подпространства )(I . Это противоречит связности пространства )(I   

 
У п р а ж н е н и е . Доказать, что объединение произвольной совокупности связных подпространств 

метрического пространства X , имеющих хотя бы одну общую точку, является связным подпространством X . 
 
Компонентой точки x  метрического пространства X  называется объединение всех 

связных подпространств X , содержащих точку x . Компоненты различных точек или совпа-
дают, или не пересекаются, так, что в совокупности компоненты составляют разбиение про-



странства X  на попарно непересекающиеся связные множества, называемые компонентами 
связности пространства X . 

§8. Критерий Коши сходимости числовой последовательности 
Теорема. Числовая последовательность 

1}{ nnx  сходится тогда и только тогда, ко-
гда для любого 0  найдется номер NN , начиная с которого, для любых Np , выпол-
няется неравенство   || pnn xx . 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть  nxxn , . Выберем произвольное 0 . Най-
дется номер NN , начиная с которого, для любых Np , будут выполняться неравенства: 

2||  xxn , 2||  xx pn . Это значит, что будут выполняться неравенства 
  |||||| pnnpnn xxxxxx . 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Положим  =1. Найдется номер NN  такой, что для всех 
Np  будет выполнено 1||   pNN xx . Пусть 

|}1|,|1|,||,...,|max{| 1  NNN xxxxM . 
Тогда для любого Nn  будет выполнено неравенство Mxn || . Это значит, что последова-
тельность 

1}{ nnx  ограничена. Следовательно, из нее можно выбрать подпоследовательность 

1}{ knk

x , сходящуюся к некоторому числу x . Покажем, что  nxxn , . Для этого зада-
дим произвольное 0  и найдем номер N)(N , начиная с которого выполняется нера-
венство 2||   pnn xx . Выберем Nk  таким, что 2||  xx

kn , )(Nnk  . Тогда для 
любого )(Nn   выполнено   22|||||| xxxxxx

kk nnnn . Это и означает, 

что последовательность 
1}{ knk

x  сходится ■ 
 На практике полезна следующая символическая запись критерия Коши сходимости 
числовой последовательности 

ε|xx|pNnNnxx pnnn  :))()()(0(),( NN . 

§9. Полные метрические пространства 
Последовательность 

1}{ nnx  элементов из метрического пространства   называется 
фундаментальной, если она удовлетворяет условию Коши: 

   ),(:)N)()(N)(0( pnn xxpNnN . 
Метрическое пространство  называется полным, если любая фундаментальная по-

следовательность в этом пространстве сходится. Из критерия Коши сходимости числовой 
последовательности вытекает, что пространство R  является полным. 

Теорема. Пространство nR  является полным.  
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1n  и 

1
)( }{ m

mx  - фундаментальная последователь-
ность элементов nR . Последнее означает, что выполняется условие Коши: 
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Из очевидных соотношений  
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кает, что координатные последовательности 



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m xx  являются фундаменталь-
ными. По критерию Коши они сходятся. Значит, сходится последовательность 

1
)( }{ m

mx  ■ 
Теорема. Пространство ],[ baC  является полным. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
1}{ nnx , )(txx nn  , ],[ bat , - фундаментальная по-

следовательность точек из ],[ baC . Это означает, что выполняется условие Коши: 
   |)()(|sup:)N)()(N)(0(

],[
txtxpNnN pnn

ba
. 

Для любого ],[ bat  выполняется неравенство |)()(|sup|)()(|
],[

txtxtxtx pnn
ba

pnn   . Отсюда 

вытекает, что для любого ],[ bat  числовая последовательность 
1)}({ nn tx  является фунда-

ментальной в R . Следовательно, она сходится. Обозначим ее предел )(tx  и рассмотрим 
функцию )(txx  , ],[ bat . Покажем, что она непрерывна на отрезке ],[ ba , следовательно, 
является элементом пространства ],[ baC . Пусть ],[0 bat  . Зададим произвольное 0  и 
подберем номер NN , начиная с которого, для всех Np , выполняется неравенство 

4|)()(|sup
],[

  txtx pnn
ba

. Переходя в левой части этого неравенства к пределу при p , 

получаем 34|)()(|sup
],[

  txtxn
ba

. Функция )(txx NN   непрерывна в точке 0t . Значит, 

найдется 0  такое, что для всех )( 0tUt   выполнено неравенство 3|)()(| 0  txtx NN . 
Отсюда вытекает, что для всех )( 0tUt   будут выполнены неравенства 

 |)()(||)()(||)()(||)()(| 0000 txtxtxtxtxtxtxtx NNNN . 
Таким образом, функция )(txx  , ],[ bat , является элементом пространства ],[ baC . Оста-
лось воспользоваться предельным переходом (по p ) в условии Коши и заключить, что 
последовательность 

1}{ nnx  сходится к элементу x  в пространстве ],[ baC  ■ 

§10. Принцип сжимающих отображений 
Пусть Χ - метрическое пространство. Отображение F : Χ  Χ  называется сжимаю-

щим отображением, если существует )1;0(  такое, что для всех Xxx 21 ,  выполняется 
неравенство ),())(),(( 2121 xxxFxF   . Точка Χx  называется неподвижной точкой ото-
бражения F : Χ  Χ , если выполняется равенство xxF )( . 

Лемма. Всякое сжимающее отображение является  непрерывным. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F : Χ  Χ  - сжимающее отображение, Xx , 


1}{ nnx  - произвольная последовательность точек из X , сходящаяся к x . Последнее означа-

ет, что 0),( xxn , n . Из определения сжимающего отображения вытекает, что 
0),())(),((  xxxFxF nn  , n . Следовательно, 

)()( xFxF n   при n . Это и означает, что отображение 
F  непрерывно в точке x  ■ 

Теорема (принцип сжимающих отображений). В пол-
ном метрическом пространстве всякое сжимающее ото-
бражение имеет одну и только одну неподвижную точку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F : Χ  Χ  - сжи-
мающее отображение, Xx 0 . Рассмотрим последователь-
ность 

1}{ nnx , где )(...)()( 02
2

1 xFxFxFx n
nnn   . Убе-

димся, что эта последовательность является фундаменталь-
ной. Прежде всего, для любых Nn  и Np  справедливы следующие соотношения 
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Так как )1;0( , то 0n , n . Следовательно, найдется номер NN , начиная с ко-
торого, для всех Np , будет выполнено неравенство   ),( pnn xx . Таким образом, по-

следовательность 
1}{ nnx  является фундаментальной. Поскольку пространство Χ  предпола-

гается полным, она сходится. Пусть n
n

xx


 lim . В силу непрерывности отображения F  име-

ем  nxFxF n ),()( . Но   nxxxF nn ,)( 1 . Следовательно, xxF )( . Таким обра-
зом, существование неподвижной точки доказано. Убедимся, что она единственная, предпо-
ложив противное. Пусть xx   - еще одна неподвижная точка отображения F . Тогда 

),())(),((),( xxxFxFxx   . Но это возможно только при условии, что xx   ■ 


