
Мера Лебега на прямой 
 

§1. Длина элементарных множеств 
 

Одноточечные множества, интервалы, отрезки, полуинтервалы и пустое 
множество будем называть промежутками. Длиной промежутка  baP ,  на-
зываем число 0)(  abPm . Длины одноточечного множества и пустого 
множества по определению равны нулю. Множество RA  называем элемен-
тарным, если оно представляется в виде объединения конечного множества по-
парно непересекающихся промежутков. Длиной элементарного множества 
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Длина элементарного множества определена корректно и не зависит от 

способа разбиения элементарного множества на промежутки. Действительно, 
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 Теорема 1. Совокупность элементарных множеств образует кольцо 
множеств, то есть объединение, пересечение, разность и симметрическая 
разность двух элементарных множеств являются элементарными множест-
вами. 
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  - элементарные множества. Тогда 
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  - элементарное множество, так как пересечение двух 
промежутков есть промежуток. Выберем промежуток P  так, чтобы PA  . То-
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  - элементарное множество, так как kPP \  - 
элементарные множества. Остальное следует из легко проверяемых соотноше-
ний 

))\()\((\ BPAPPBA   , )\(\ BPABA  , )(\)( BABABA   
 Теорема 2. Длина элементарных множеств, как функция множества, 
определенная на совокупности всех элементарных множеств является мерой. 

Нам достаточно показать что длина аддитивна. Пусть nAA ,...,1  - эле-
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 Из аддитивности длины элементарных множеств следует ее полуадди-
тивность. Убедимся в этом.  
 Теорема 3. Если 
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 Теорема 4. Если BA,  - элементарные множества, то 
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§2. Счетная аддитивность длины элементарных множеств 

 
 Прежде всего, убедимся, что длина элементарных множеств обладает 
свойством счетной полуаддитивности. 
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Осталось отметить, что 0  выбрано произвольно 
 Теорема 2. Если 
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§3. Внешняя и внутренняя меры Лебега. Их свойства 
 

Зафиксируем отрезок ],[ baE   и определим на его булеане )(E  функ-
цию множества  
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где точная нижняя грань берется по всем покрытиям множества EA  конеч-

ными или счетными совокупностями промежутков. Число )(A  называется 
внешней мерой Лебега множества A . Внутренней мерой Лебега множества A  
называется число 
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 Свойство 1. Если EA  - элементарное множество, то )()( AmA  . 
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 Свойство 3. Если EA  - элементарное множество, то )()(* AmA  . 
  AE \  - элементарное множество, значит, )\()\( AEmAE  . В силу 
аддитивности длины )\()()( AEmAmEm  . Следовательно, )()( AmA   
 Свойство 4. Если EAA  21 , то )()( 21 AA     (изотонность внут-
ренней меры). 

Так как 21 \\ AEAE  , то в силу аддитивности внешней меры имеем 
)\()\( 21 AEAE    . Следовательно, )\()()\()( 21 AEEmAEEm     

Свойство 5. Если EA , то abAA  
 )()(0  . 

 Так как EAE \ , )\( AEAE  , EA , то в силу аддитивности 
внешней меры имеем: 

abEAE   )()\(  , )\()()( AEAE    , )()( ** EA   . 
Значит, 
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§4. Измеримые по Лебегу множества 
 

 Множество EA  называется измеримым (по Лебегу), если имеет место 
равенство )()( AA 

   , при этом, общее значение )()( AA 
    называется 

мерой Лебега множества A  и обозначается символом )(A . Мера Лебега, как 
функция множества, является сужением внешней меры Лебега на совокупность 
всех измеримых по Лебегу множеств. 
 Из свойств внутренней и внешней мер Лебега вытекает, что все элемен-
тарные множества измеримы по Лебегу и их мера Лебега совпадает с длиной. 



Покажем далее, что тем же свойством обладают измеримые по Жордану множе-
ства. 

Выберем Nn  и разобьем R  точками n
k
2

, Zk , на отрезки длины n2
1 . 

Будем называть эти отрезки отрезками ранга n . Пусть A  - произвольное под-
множество E ; ns  - объединение всех отрезков ранга n , лежащих во внутренно-
сти множества A  (внутренняя «ступенчатая» фигура ранга n ); nS  - объедине-
ние всех отрезков ранга n , пересекающихся с замыканием множества A  (внеш-
няя «ступенчатая» фигура ранга n ). По определению верхней и нижней мер 
Жордана множества A  имеем: 
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 - верхняя мера Жордана множества A . 

 Теорема. Для любого подмножества A  промежутка E  справедливо 
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 Из этой теоремы вытекает, что равенство )()( *
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* AA   . Другими словами, всякое измеримое по Жордану множество 
EA  измеримо по Лебегу. 

 Пример. Пусть EA Q . Для удобства будем считать, что ],[ baE   и 
Nba, . Тогда ESn  , ns . Значит, abSmAm n  )()(* , 0)()(*  nsmAm . 

Следовательно, если ba  , то множество A  не измеримо по Жордану. С другой 
стороны, множество }:{ N kaA k  - счетное. Покроем A  счетной системой ин-
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Из произвольности   вытекает 0)(* A . Значит, 0)()( *
*  AA  , т.е. мно-

жество A  измеримо по Лебегу и имеет нулевую меру Лебега. 
 

§5. Критерий измеримости множества по Лебегу 
 
 Теорема. Для того чтобы множество EA  было измеримым по Ле-
бегу, необходимо и достаточно, чтобы для любого 0  существовало 
элементарное множество EB   такое, что   )( BA . 
 Н е о б х о д и м о с т ь. Если множество EA  измеримо, то 
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Обозначим 
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где N  выбрано из условий    
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аддитивности внешней меры вытекают неравенства 
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Так как множества NiNk QP  ,  элементарные, то 
)()()()( NiNkNiNkNiNk QPmQmPmQPm    . 

Следовательно, 
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Наконец, так как NkNk PPA  \  и QPAPAP Nk  \\ , то 
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Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть EBA , , B  - элементарное множество и 
  )( BA . Так как )()\(\ BABEAE  , )( BABA  , то 

)()\()\( BABEAE    , )()()( BABA    . 
Значит,    )\()\( BEAE ,    )()( AB  и 
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В силу произвольности   имеем )()( *
* AA   . Значит, )()( *

* AA    
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