
Функции с ограниченными изменениями 
§1. Функции с ограниченными изменениями 

 
 Определение: Пусть на отрезке  bа;  задана функция  хfy  . 
Выберем разбиение отрезка: bxxха n  ...10  и составим сумму 
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разбиения  niiх 0  отрезка  bа;  выполняется неравенство М , то 
функция  хfy   называется функцией с ограниченным изменением, 
а точная верхняя грань sup  называется полным изменением или 
полной вариацией функции  хfy   на отрезке  bа;  и обозначается 

fV b
а . 

 Примеры: 
1. Монотонная на отрезке  bа;  функция  хfy   имеет 

ограниченную вариацию. Действительно, пусть  хfy   не 
убывает. Тогда 
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Теорема:  bаW ;0  – блиахово:  1nnf  – фундаментальная    1nnf  
– сходится. 
Доказательство:  
 1nnf  – фундаментальная   

 0  NN  Nn   Np :
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  pnn ff . Пусть x  bа; , 

 bxa ,, . Тогда 
      xfxf pnn        afafxfxf pnnpnn   +
       xfxfbfbf pnnpnn     
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  pnn ff . Это означает, что функциональная 

последовательность  1nnf  сходится равномерно на  bа;  к 
некоторой функции  хf . 
1. Убедимся, что  хf   bаW ;0 . 
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2. Убедимся, что ff k   по норме 0 kff , k . 
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Теорема: Если функции f  и g  имеют ограниченные изменения 
на  bа; , то функции gf   и fg  имеют ограниченные изменения на 
 bа; . 

Доказательство: Величина gf   baW ,  уже доказана. 
Докажем второе включение. 
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Теорема: Если   0 xg  для  bах ; ,    baWхg , , то 

 хg
1  baW , . 

Доказательство:    
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Теорема: Если функция f  baW ,  и  bас ; , то f  сaW , , 
 bcWf ,  и при этом fVfVfV b

с
с
а

b
а  . 

Доказательство: Пусть   – произвольное разбиение  bа; , с  . 

 са;1   ,  bс;2   .     
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отсюда fVfVfV b
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с
а  . 



Докажем обратное неравенство. Пусть   – произвольное 
разбиение  bа; . Создадим два других разбиения: 1  для  ca, , 2  
для  dc, .    сса  );(1   ,    сbс  );(2   . Имеем три 
суммы  , 
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, т.к.            11   kkkk xfcfcfxfxfxf . Отсюда вытекает 
fVfVfV b

с
с
а

b
а  . 

 
 Теорема:  bаW ;0  — нормированное пространство с нормой 

fVf b
а . 

 Доказательство: Убедимся в выполнении 3-х аксиом: 
1. 0f , 0f  тогда и только тогда, когда   0 хfy . 
2. ff    
3. gff  g . 

1. Вариация f  всегда неотрицательна. Пусть 0fV b
а , 

 bха ,, , )()()()( afbfafxf   0fV b
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только тогда, когда     0 аfхf . 
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Теорема: пространство  bаW ;0  — полное. 
 
 
 


