
Компактные метрические пространства 

§1. Теорема Больцано-Вейерштрасса в nR  
Множество в метрическом пространстве называется ограниченным, если оно содер-

жится в некотором шаре. Последовательность в метрическом пространстве называется огра-
ниченной, если множество её значений ограничено. 

Теорема. Из любой ограниченной последовательности в пространстве nR  можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность. 
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вытекает, что координатные последовательности ограничены. Следовательно, из них можно 
выбрать сходящиеся подпоследовательности. Осуществим этот выбор так, чтобы выбранные 
подпоследовательности оказались координатными последовательностями по отношению к 
некоторой подпоследовательности последовательности 

1
)( }{ m

mx . Пусть 
1

)(
1 1

1 }{ k
mkx  - некото-

рая сходящаяся подпоследовательность последовательности 
1

)(
1 }{ m

mx . Последовательность 

1

)(
2 1

1 }{ k
mkx  не обязана сходиться. Выберем из нее сходящуюся подпоследовательность 


1

)(
2 2

2 }{ k
mkx . И т.д., 

1
)( }{

n

nk
k

m
nx  - некоторая сходящаяся подпоследовательность последователь-

ности 



1

)(

1

1 }{
n

nk
k

m
nx . Очевидно, что последовательности 

1
)(

1 }{
n

nk
k

mx ,…, 
1

)( }{
n

nk
k

m
nx  сходятся и 
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§2. Компакты 
Метрическое пространство Χ  называется компактом, если из любой последователь-

ности его элементов можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Совокупность 
}:{ NnFn  множеств ΧFn   называется центрированной, если любое конечное пересече-

ние этих множеств не пусто. Совокупность }:{ NnGn  множеств ΧGn  , называется по-
крытием X , если XG
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
 . Покрытие X , состоящее из открытых множеств, называется 

открытым. 
Теорема. Следующие утверждения для метрического пространства Χ  эквивалент-

ны: 
1) Χ - компакт; 
2) всякая центрированная система замкнутых подмножеств в Χ  имеет непустое 

пересечение; 
3) любое открытое покрытие Χ  содержит конечное подпокрытие. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1)  2). Пусть Χ - компакт, }:{ NnFn - центрированная 

система замкнутых множеств из X . Конечное пересечение nFF  ...1  обозначим nF~ . Легко 
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2)  3). Допустим, что всякая центрированная система замкнутых подмножеств в Χ  
имеет непустое пересечение. Пусть }:{ NnGn  - открытое покрытие X . Множества 
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Следовательно, система }:{ NnFn  не является центрированной. Значит, найдется Nm  
такое, что mFF  ...1 . Вместе с тем, 

 )...(\)\(...)\(... 111 mmm GGXGXGXFF  . 
Это означает, что система множеств mGG ,...,1  образует покрытие X . 

3)  1).Допустим, что любое открытое покрытие X  содержит конечное подпокры-
тие и, вместе с тем, у последовательности 
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Из последнего условие вытекает, что множество mF  значений последовательности 
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У п р а ж н е н и е . Доказать, что замкнутое подмножество компакта является компактом. 


